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Введение 
Зачатки тригонометрических познаний зародились в древности. На раннем этапе тригонометрия развивалась в тесной связи с астрономией и являлась ее вспомогательным разделом. Научное знание обычно строится на отыскании и сравнении сходных предметов и явлений,  для того чтобы можно было предсказать их поведение в будущем. Издавна человек наблюдал простейшие самые заметные периодические явления природы: восход и заход Солнца, суточное вращение звёздного неба, месячное движение Луны, чередование времён года и годовое движение Солнца по созвездиям. Человек давно заметил, что все эти явления возобновляются периодически. И когда человек впервые сказал, что за ночью обязательно придёт день, а за зимой – весна, он предсказал будущее. Жизнь на земле тесно связана с этими явлениями, и поэтому неудивительно, что астрономические наблюдения явились источником многих математических открытий.

Одним из самых важных понятий в математике и её приложениях, выражающим зависимость одних переменных величин от других, является понятие функции. Всюду, где есть величины, связанные так, что с изменением одних (аргументов) меняются другие (функции), мы имеем дело с функциональной зависимостью. Эта зависимость может задаваться по-разному – формулами, графиками, таблицами. Бывают случаи, когда зависимость нельзя выразить формулой. Например, температура воздуха меняется с течением времени, однако формулы, выражающей температуру воздуха в данный момент времени, нет. В некоторых случаях приходится довольствоваться графиком функции или только таблицей значений функции для некоторых значений аргумента.

Чаще всего, однако, для описания функций пользуются формулами. В школе изучаются случаи, когда эти формулы сравнительно просты. Возникает вопрос: встречаются ли на практике зависимости, выражаемые с помощью более сложных функций, например, тригонометрических функций?

В учебных и справочных пособиях в качестве примеров, связанных с тригонометрическими функциями, чаще всего рассматривают колебания гири, подвешенной на пружине. Однако эта модель, весьма несовершенна, так как из опыта хорошо известно, что в реальности эти колебания достаточно быстро затухают. Следовательно, говорить о том, что эта зависимость описывается тригонометрической функцией, а график является синусоидой можно только с большим количеством оговорок, которые не могут выполняться в реальных условиях.

В своей работе мне хотелось бы рассмотреть реально существующую в природе зависимость – время захода Солнца в течение календарного года.

Цель работы: исследование экспериментально заданной функции по её графику и получение первоначальных сведений о тригонометрических функциях нетрадиционным путём: исходя из описания зависимости момента захода Солнца от даты календаря.

Выбор математической модели

Реальные процессы обычно связаны с большим количеством переменных и зависимостей между ними. В то же время можно отвлечься от каких-то частных деталей, сосредоточив своё внимание лишь на некоторых сторонах процесса, идеализировав условия, в которых он протекает. Тогда удаётся построить математическую модель процесса, состоящую в перечислении основных характеристик и тех связей, которые между ними имеются.

Ранее мы строили графики функций «по точкам». Во многих случаях этот метод даёт хорошие результаты, если, конечно, отметить достаточно большое количество точек. Однако при этом приходится составлять большие таблицы значений функции.

С помощью отрывного календаря нетрудно составить таблицу моментов захода Солнца на первое число каждого месяца. Мы составили такую таблицу по календарю 2009 года, в котором указывались астрономические данные, в том числе, и время захода Солнца для Москвы: 55º45’ с. ш.; 37º42’ в. д. (Таблица 1). Моменты захода с 27 марта по 29 октября включительно в календаре были даны по московскому «летнему» времени, поэтому при записи в таблицу для этого периода была внесена поправка: минус 1час от приведённого в календаре значения. По полученным данным получается график, состоящий из дискретных точек (Рис. 1). При более подробном рассмотрении графика создаётся впечатление, что множество точек расположено вдоль волновой линии.

Легко заметить, что эта линия может быть уточнена, если нанести на график ещё 30 точек в течение каждого месяца (считая округлённо месяц за 30 дней). Записав в таблицу данные о заходе Солнца в январе (Таблица 2) и в июне и июле (Таблица 3), получаем уточненные участки графика (Рис. 2, Рис. 3). Эти графики показывают плавное изменение моментов захода Солнца, поэтому целесообразно соединить плавной линией точки, полученные на первое число каждого месяца. Для большей точности составим таблицу для 24 точек – по две точки на каждый месяц (Таблица 4). Аналогично нанесём на график ещё и время захода Солнца на 15 число каждого месяца. Таким образом, мы получим график иллюстрирующий зависимость момента времени захода Солнца от календарной даты в течение года (Рис. 4)

Рассчитаем чему равно среднее арифметическое время захода Солнца для Москвы –18 часов 38 минут. В качестве оси абсцисс удобно взять это среднее время захода Солнца. 

Границы применения этой модели:

1). Некоторая сплющенность земного шара вдоль полярной оси приводит к некоторым отклонениям от «идеального» плавного графика;

2). Отклонения вызываются и неравномерностью движения Земли (по эллиптической, а не по круговой орбите);

3). Некоторые изменения продолжительности «шага» таблицы, т.е. рассматриваемой единицы времени «1 календарный день» при введённом дискретном определении значений функции.

Эти упрощения – сплющенность Земли и неравномерность её движения - весьма незначительно искажают график. Построение же дискретных точек графика является скорее преимуществом описанного метода. Можно говорить о задании функции на множестве целых, а не на множестве всех действительных чисел.

Понятие функции

Функцией называют такую зависимость переменной у от переменной х, при которой каждому значению переменной х соответствует единственное значение переменной у
 .

Существуют различные способы задания функции. Один из них – табличный. В таблице непосредственно указываются значения функции, однако лишь для конечного набора значений аргумента.

Каждому календарному дню соответствует ровно один момент захода Солнца. День когда Солнце не заходит в нашей местности не существует. В качестве контрпримера можно привести отображение: день -  заход Луны (здесь однозначное соответствие не соблюдается)

Итак, каждому дню в течение года соответствует определённый момент захода Солнца. Обратное соответствие не является однозначным: по времени захода Солнца нельзя однозначно определить дату (даже если исключить периоды солнцестояния, когда почти целую неделю заход происходит в одно и тоже время, например с 21.06 по 27.06 в 21 час 18 минут) (Таблица 3).

Другой важный способ задания функции – графический. Он даёт возможность наглядно представить свойства функции.
Аналогии со свойствами функций

Рассмотрим полученную зависимость. Независимой переменной является календарный день года – это аргумент. Время захода Солнца зависит от календарной даты, т.е. является зависимой переменной – функцией. Выявим характерные особенности и основные свойства функции.

1.Область определения

«Восходит солнце, и заходит солнце, и спешит к месту своему, где оно восходит… Что было, то и будет; и что делалось, то и будет делаться, и нет ничего нового под солнцем» - писал библейский мудрец Екклезиаст
. Кольцо времён позволяло наглядно представить безграничность времени – вечность.

Солнечная система существует если не вечно, то достаточно долго, как в прошлом, так и в будущем. Поэтому можно считать, что область определения этой функции (-∞; +∞).

2.Область значений функции

Момент захода Солнца, для заданной географической широты, всегда лежит в заданных границах – например для Москвы от 15.57 в период 19 – 22 декабря и до 21.18 в период 21 – 28 июня. Эти значения и будут границами области допустимых значений. Поэтому заход Солнца в 14.00 или в 23.00 для нашего региона – событие невозможное. Допустимое время захода Солнца может изменяться от момента захода его в день зимнего солнцестояния до момента захода в день летнего солнцестояния.

3. Период

Сравнивая отрывные календари за 2008, 2009 и 2010 годы легко увидеть, что по истечении года все моменты захода Солнца повторяются в той же последовательности. Причина этих повторений – полный оборот Земли вокруг Солнца за год, считаемый для простоты за 365 дней. Таким образом, если известно, когда зашло Солнце 15 сентября 2009 года, то можно быть уверенным, что и 15 сентября 2010 года оно зайдёт опять почти в 18. 47. 
«Почти» объясняется несоизмеримостью продолжительности года и продолжительности суток (период оборота равен 365 суткам 6ч 9 мин 10 с, или 365, 2564 средних солнечных суток). Но ежегодные отклонения настолько невелики, что ими можно пренебречь. Таким образом, при графическом изображении функции вполне достаточно ограничиться одним периодом, например, с 1 января по 31 декабря. (Рис. 5)

4. Промежутки монотонности

Приблизительно с 21 декабря по 21 июня продолжительность светлого времени суток, или точнее, времени, когда Солнце находится над горизонтом, возрастает, заход Солнца с каждым днём всё позднее, и эта тенденция не нарушается ни на один день (сплющенность Земли и неравномерность её движения по орбите не играют роли). Продолжительность дня монотонно возрастает в течение всего названного полугодия, а после 1 июня и до 21 декабря, наоборот, убывает.

5. Нули функции

В выбранной системе координат начало астрономической осени, как и начало весны, соответствует нулевым значениям функции – точкам пересечения волновой линии и выбранной оси абсцисс. (Рис. 6) Так начало астрономической весны соответствует по графику дате 21 марта - день весеннего равноденствия, а начало астрономической осени – 21 сентября – день осеннего равноденствия. Эти даты определяются таким образом, не только для Москвы, но и для всех пунктов, лежащих на той же широте, если говорить о местном времени соответствующего пункта.

6. Особенности поведения функции

Чтобы построить любой график важно уметь определять положение не только нулей функции, но и особых точек. Для графиков времени захода Солнца, эти особые точки, изучавшиеся в течение тысячелетий, получили название начала астрономических весны, лета, осени, зимы. Функция достигает своего наибольшего значения в день летнего солнцестояния - 22 июня, а наименьшего значения в день зимнего солнцестояния – 22 декабря. Таким образом,в построенном графике можно выделить четыре равных по длине периода: весна – с 21 марта по 21 июня (функция положительна и возрастает); лето – с 22 июня по 20 сентября (функция положительна и убывает); осень – с 21 сентября по 21 декабря (функция отрицательна и убывает); зима – с 22 декабря по 20 марта (функция отрицательна и возрастает). Кроме того, можно отметить и симметрию рассматриваемой кривой.

По общему виду график рассмотренной функции является синусоидой (sinus – изгиб, кривизна). Все перечисленные свойства также соответствуют функции вида у=а sin х. 
Иллюстрация преобразований графиков
При рассмотрении вопроса о нулях функции уже было сказано, что нулевые значения соответствуют началу астрономической осени и началу весны. Волновые линии будут совпадать для всех пунктов, лежащих на одной и той же широте, если рассматривать местное время соответствующего пункта. Если в одной системе координат построить кривые для разных  пунктов,  расположенных  на  одной широте (Рис. 5), например Москвы  (55º45’ с.ш.; 37º42’ в.д.)  и  Новосибирска  (55º45 ’ с.ш.;82º30’ в.д.), то Новосибирская кривая окажется сдвинутой относительно «московской» кривой (Рис.7). Это объясняется разницей во времени, т.к. Москва и Новосибирск лежат в разных часовых поясах. Так например, 1 января Солнце в Новосибирске заходит в 16 часов 7 минут местного времени, что соответствует 14 часам 7 минутам московского времени.

Особый интерес представляют города, находящиеся на одной и той же долготе. Рассмотрим города расположенные на долготе города Москвы (55º45’ с. ш.; 37º42’ в. д.) к югу и северу от него (Рис. 8).

На более высокой широте лежат города:

Череповец (Вологодская обл.) - 59º с. ш.; 37º в. д.;

Белозерск (Вологодская обл.) - 60º с. ш.; 37º в. д.;

Онега (Архангельская обл.) - 64º с. ш.; 37º в. д.

На более низкой широте лежат города:

Тула - 54º с. ш.; 37º в. д.;

Новороссийск (Краснодарский край) - 45º с. ш.; 37º в. д.;

Мариуполь (Украина) - 47º с. ш.; 37º в. д.

В южном полушари  практически на той же долготе лежат города:

Додома (Танзания) - 7º ю. ш.; 37º в. д.;

Келимане (Мозомбик) - 18º ю. ш.; 37º в. д.;

Иньямбане (Мозамбике) - 24º ю. ш.; 35º в. д.

Построив кривую зависимости момента захода Солнца от даты, для Москвы, мы можем получить аналогичный график для более высоких широт путём вертикального растяжения (например, для Онеги 64º с. ш.; 37º в. д.) (Рис.9). Для более низких широт – путём сжатия имеющейся кривой (например, для Новороссийска 45º с. ш.; 37º в. д.) (Рис.9). Разумеется, идеальное выполнение этой зависимости верно только для пунктов, расположенных абсолютно на одной и той же долготе. Для пунктов же, расположенных в южном полушарии, коэффициент растяжения (сжатия) оказывается отрицательным (например, для Иньямбане 24º ю. ш.; 35º в. д.) (Рис.9). Для пунктов Северного полушария, расположенных на таком же удалении от экватора, кривая окажется зеркальным отражением первоначальной кривой (Рис. 9). Для пунктов расположенных на экваторе, кривая совпадает с осью абсцисс (это соответствует времени захода Солнца в 18.38). Знатоки астрономии объяснили мне, что из-за наклона земной оси к плоскости эклиптики прямая не получится, будет лишь сильно сплющенная синусоида (Рис.9). Люди, жившие в странах экваториальной Африки , свидетельствуют, что Солнце заходит там, в одно и тоже время в течение всего года и после этого очень быстро темнеет (из-за почти вертикального захода Солнца в тропиках сумерки оказываются очень короткими).

Заключение

Важнейшими отрезками жизни человека всегда были сутки и год. Суточному ритму подчиняется всё живое на Земле. Биологические часы будят нас утром не менее точно, чем будильник. В человеке, в животных и растениях природой заложен и биологический календарь, обеспечивающий годовые ритмы активности, роста, плодоношения, опадания листвы и линьки. Сутки и год «встроены» внутри человека вместе с «весенним настроением» или «осенней депрессией». Это – страницы жизни человека, они скреплены его повседневной и ежегодной хозяйственной деятельностью.

В самом общем виде можно сказать, что время – это порядок непрерывной череды сменяющих друг друга явлений (например, восход – день – заход – ночь или весна – лето – осень - зима). Периодические процессы в природе - это шаги времени. Повторные явления укладывают нить времени витками. Время становится счётным. В обыденной жизни мы говорим, что день идёт за днём, а год проходит за годом, это подчёркивает повторяемость событий.

В работе рассмотрена зависимость времени захода Солнца от календарной даты. Особенно интересно, что график получен в результате исследования «нематематической» зависимости, связанной с повседневной жизнью, путём составления таблицы значений времени захода Солнца.
На основе математического описания наблюдаемой картины захода Солнца мы рассмотрели периодическую функцию. Исходя из рассмотренных свойств зависимости времени захода Солнца от календарного дня, можно утверждать, что эта зависимость является функцией сходной с тригонометрической, а её график подобен синусоиде. Исследование экспериментально заданной функции проведено двумя способами: по таблице и по графику. Это является нетрадиционным подходом для получения первоначальных сведений о тригонометрических функциях. Аналогичные таблицы и графики можно получить и для моментов восхода Солнца. 

Конкретность и наглядность облегчают рассмотрение таких математических понятий, как «область определения», «область значений», «монотонность», «периодичность», «наибольшее и наименьшее значение функции», которые в дальнейшем легко распространить и на изучение других тригонометрических функций, а так же рассмотрение вопросов, связанных с преобразованием графиков функций. 

Проводимое в работе исследование может быть продолжено. Например, было бы интересно выяснить можно ли для полученной зависимости вывести уравнение кривой и с какими величинами оно будет связано?
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Приложения

Время захода Солнца

в Москве на 1-ое число каждого месяца

Таблица 1

	Дата
	1.01
	1.02
	1.03
	1.04
	1.05
	1.06

	Время захода
	16.07
	17.03
	18.04
	19.07
	20.07
	21.02


	Дата
	1.07
	1.08
	1.09
	1.10
	1.11
	1.12

	Время захода
	21.16
	20.36
	19.23
	18.05
	16.50
	16.02
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Рисунок 1

Время захода Солнца

в Москве на каждое число января месяца

Таблица 2

	Дата
	1.01
	2.01
	3.01
	4.01
	5.01
	6.01
	7.01
	8.01
	9.01
	10.01

	Время захода
	16.07
	16.08
	16.10
	16.11
	16.12
	16.14
	16.15
	16.17
	16.18
	16.20


	Дата
	11.01
	12.01
	13.01
	14.01
	15.01
	16.01
	17.01
	18.01
	19.01
	20.01

	Время захода
	16.22
	16.23
	16.25
	16.27
	16.29
	16.31
	16.32
	16.34
	16.36
	16.38


	Дата
	21.01
	22.01
	23.01
	24.01
	25.01
	26.01
	27.01
	28.01
	29.01
	30.01

	Время захода
	16.40
	16.42
	16.44
	16.46
	16.48
	16.50
	16.53
	16.55
	16.57
	16.59
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Рисунок 2
Время захода Солнца

в Москве на каждое число июня и июля месяца

Таблица 3

	Дата
	1.06
	2.06
	3.06
	4.06
	5.06
	6.06
	7.06
	8.06
	9.06
	10.06

	Время захода
	21.02
	21.03
	21.04
	21.06
	21.07
	21.08
	21.09
	21.10
	21.11
	21.12


	Дата
	11.06
	12.06
	13.06
	14.06
	15.06
	16.06
	17.06
	18.06
	19.06
	20.06

	Время захода
	21.13
	21.13.
	21.14
	21.15
	21.15.
	21.16
	21.16
	21.17
	21.17
	21.17


	Дата
	21.06
	22.06
	23.06
	24.06
	25.06
	26.06
	27.06
	28.06
	29.06
	30.06

	Время захода
	21.18
	21.18
	21.18
	21.18
	21.18
	21.18
	21.18
	21.17
	21.17
	21.17


	Дата
	1.07
	2.07
	3.07
	4.07
	5.07
	6.07
	7.07
	8.07
	9.07
	10.07

	Время захода
	21.16
	21.16
	21.15
	21.15
	21.14
	21.13
	21.12
	21.11
	21.11
	21.10


	Дата
	11.07
	12.07
	13.07
	14.07
	15.07
	16.07
	17.07
	18.07
	19.07
	20.07

	Время захода
	21.08
	21.07
	21.06
	21.05
	21.04
	21.02
	21.01
	20.00
	20.58
	20.57


	Дата
	21.07
	22.07
	23.07
	24.07
	25.07
	26.07
	27.07
	28.07
	29.07
	30.07

	Время захода
	20.55
	20.54
	20.52
	20.50
	20.49
	20.47
	20.45
	20.43
	20.41
	20.39
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Рисунок 3

Время захода Солнца

в Москве на 1-ое и 15-ое число каждого месяца
Таблица 4

	Дата
	1.01
	15.01
	1.02
	15.02
	1.03
	15.03

	Время захода
	16.07
	16.28
	17.03
	17.33
	18.04
	18.32


	Дата
	1.04
	15.04
	1.05
	15.05
	1.06
	15.06

	Время захода
	19.07
	19.35
	20.07
	20.34
	21.02
	21.15


	Дата
	1.07
	15.07
	1.08
	15.08
	1.09
	15.09

	Время захода
	21.16
	21.04
	20.36
	20.06
	19.23
	18.47


	Дата
	1.10
	15.10
	1.11
	15.11
	1.12
	15.12

	Время захода
	18.05
	17.30
	16.50
	16.23
	16.02
	15.56
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Рисунок 4

Время захода Солнца

в Москве в 2008, 2009, 2010 годах
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Рисунок 5

Время захода Солнца и времена года
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Рисунок 6

Время захода Солнца в Москве и Новосибирске
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Рисунок 7

Время захода Солнца в Москве и городах, расположенных на одной долготе
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 Рисунок 8

� Алгебра: Учеб. для 9 кл. сред. шк. / Под ред. С.А. Теляковского – М.: Просвещение, 1992 – с.3.





� Энциклопедия для детей. Т. 8. Астрономия. / Глав. ред. М.Д. Аксёнова  - М.: Аванта+, 1997 - с. 298
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		0.6680555556		0.6138883333		0.6897224444		0.8088903333		0.7872234444

		0.6638888889		0.6076383333		0.6863891111		0.8101403333		0.7876401111
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